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Egy osztozkod¶asi j¶at¶ekban a szerepl}ok egy j¶osz¶agb¶ol m¶ar rendelkez¶esre ¶all¶o
mennyis¶eget osztanak el egym¶as kÄozÄott, meghat¶arozott szab¶alyok szerint.
¶Erdekes feladat olyan osztozkod¶asi j¶at¶ekok konstru¶al¶asa, amelyek egy a sze-
repl}ok sz¶am¶ara bizonyos igazs¶agoss¶agi krit¶eriumoknak eleget tev}o eloszt¶ast
biztos¶³tanak.
K¶etszerepl}os osztozkod¶asi probl¶em¶ara egy megold¶as a kÄozismert ,,az egyik
felez, a m¶asik v¶alaszt" elj¶ar¶as, amely szerint az egyik szerepl}o saj¶at ¶ert¶ek¶³t¶elete
szerint k¶et egyenl}o r¶eszre osztja az elosztand¶o mennyis¶eget, majd a m¶asik sz-
erepl}o v¶alaszthat egyet a k¶et r¶esz kÄozÄul. M¶ar H¶esiodos (kb. i.e. VII. ¶evsz¶azad)
,,Theogonia" eposz¶aban Prom¶etheusz ¶es Zeusz az egyik felez m¶asik v¶alaszt
elj¶ar¶assal osztozkodtak a kÄozÄosen elfogyasztand¶o h¶uson. Steinhaus [16] ¶alta-
l¶anos¶³totta az elj¶ar¶ast h¶arom szerepl}ore ¶es tan¶³tv¶anyai, Banach ¶es Knaster,
pedig tetsz}oleges n-re. Az ¶altaluk adott elj¶ar¶asok egy ¶ugynevezett ar¶anyos
eredm¶enyt garant¶alnak, ami alatt az ¶ertend}o, hogy b¶armely szerepl}o a tÄobbi
szerepl}o cselekedeteit}ol fÄuggetlenÄul k¶epes az ar¶anyos r¶eszesed¶es¶et biztos¶³tania.
Egy osztozkod¶asi j¶at¶ek megold¶as¶aval szembeni er}osebb igazs¶agoss¶agi elv¶ar¶as
az irigys¶egmentess¶eg, amely kÄovetelm¶eny szerint saj¶at ¶ert¶ek¶³t¶elete alapj¶an
mindenki ¶ugy ¶erzi, hogy }o j¶art a legjobban. Ebben a dolgozatban ¶attekintjÄuk
az ar¶anyos ¶es az irigys¶egmentes osztozkod¶asi elj¶ar¶asokat, tov¶abb¶a ismertetÄunk
n¶eh¶any ¶erdekes nyitott k¶erd¶est.
1 Osztozkod¶asi j¶at¶ek
KezdjÄuk az ¶altalunk vizsg¶aland¶o osztozkod¶asi probl¶em¶aval. JelÄolje a tov¶ab-
biakban N az osztozkod¶asban r¶esztvev}o szerepl}ok v¶eges halmaz¶at, - az
eg¶esz elosztand¶o t¶argyat (a tov¶abbiakban tort¶at), A a lehets¶eges tortasze-
letek halmaz¶at (egy - fÄolÄotti algebra), ¹i : A ! [0; 1] az i 2 N szem¶ely tor-
taszelet ¶ert¶ekel}o fÄuggv¶eny¶et (egy A fÄolÄotti norm¶alt v¶egesen addit¶³v m¶ert¶ek).
A tov¶abbiakban csak folytonos osztozkod¶asi probl¶em¶akkal foglalkozunk: min-
den i 2 N szerepl}o eset¶en minden A 2 A szeletnek van b¶armely ¸ 2 [0; 1]
ar¶any¶u B 2 A, B µ A ¶es ¹i(B) = ¸¹i(A) r¶eszszelete. FeltesszÄuk m¶eg, hogy
a szerepl}ok csak saj¶at ¶ert¶ekel}o fÄuggv¶enyeiket ismerik.
Egy osztozkod¶asi elj¶ar¶as a szerepl}oket meghat¶arozott szab¶alyok szerint
felsz¶ol¶³thatja v¶ag¶asok v¶egrehajt¶as¶ara ¶es tortaszeletek ki¶ert¶ekel¶es¶ere. Az el}obbi
1Be¶erkezett: 2006. okt¶ober 10. A szerz}o kifejezi kÄoszÄonet¶et egy anonim b¶³r¶al¶o hasznos
megjegyz¶esei¶ert. A kutat¶as a Bolyai J¶anos Kutat¶asi ÄosztÄond¶³j t¶amogat¶as¶aval k¶eszÄult. E-
mail: attila.tasnadi@uni-corvinus.hu. URL: www.uni-corvinus.hu/~tasnadi.
144 Tasn¶adi Attila
egy A 2 A halmaz megad¶as¶at jelenti, m¶³g az ut¶obbi a megk¶erdezett i szerepl}o
¹i(A) ¶ert¶ekel¶es¶enek megismer¶es¶ere ir¶anyul. Az elv¶egzett v¶ag¶asok, illetve
v¶alaszok fÄuggv¶eny¶eben az elj¶ar¶as ¶ujabb v¶ag¶asok ¶es ¶ert¶ekel¶esek elv¶egz¶es¶ere
sz¶ol¶³tja fel a szerepl}oket, am¶³g m¶eg van elosztand¶o tortaszelet. Egy elj¶ar¶as
v¶eges, ha az eml¶³tett l¶ep¶esek v¶eges sokszor tÄort¶en}o v¶egrehajt¶asa ut¶an felosztja
a tort¶at tetsz}oleges osztozkod¶asi probl¶ema eset¶en. Egy osztozkod¶asi elj¶ar¶as
seg¶³ts¶eg¶evel meghat¶arozhat¶o a torta egy (Ai)i2N (ahol Ai 2 A) feloszt¶asa,
amely az - torta egy part¶³ci¶oja. Adott osztozkod¶asi probl¶ema mellett egy
adott osztozkod¶asi elj¶ar¶as egy olyan j¶at¶ekot hat¶aroz meg, amelyben a szerep-
l}ok (j¶at¶ekosok) akci¶oi a v¶ag¶asok ¶es az ¶ert¶ekel¶esek, ¶es amelynek kimenetele a
torta egy part¶³ci¶oja a vele j¶ar¶o ¶ert¶ekel¶esekkel.
Az osztozkod¶asi elj¶ar¶asokat sz¶amos krit¶erium seg¶³ts¶eg¶evel jellemezhetjÄuk.
Mivel egy alkalmazott elj¶ar¶as sz¶am¶ara ismeretlenek az egyes szerepl}ok tor-
taszelet ¶ert¶ekel}o fÄuggv¶enyei, ez¶ert elv¶arjuk, hogy az elj¶ar¶asok igazmond¶asra
ÄosztÄonÄozzenek, azaz egy tortaszelet ki¶ert¶ekel¶ese eset¶en a szerepl}ok val¶odi
¶ert¶ek¶³t¶eleteiket adj¶ak meg, tov¶abb¶a egy adott ® 2 (0; 1) m¶eret}u v¶ag¶as meg-
kÄovetel¶ese eset¶en a felsz¶ol¶³tott szerepl}o saj¶at ¶ert¶ek¶³t¶elete szerint val¶oban egy
® m¶eret}u szeletet v¶agjon le. Az igazmond¶asra ÄosztÄonz¶est azzal ¶erheti el
egy elj¶ar¶as, hogy minden egyes szerepl}o ,,hazudoz¶as¶aval" csak Äonmag¶anak
¶arthat. Egy nagyon egyszer}u igazmond¶asra ÄosztÄonz}o elj¶ar¶as a ,,diktat¶orikus",
azaz amelyik az eg¶esz tort¶at egy el}ore kiszemelt szem¶elynek adja. Mi a
,,diktat¶orikus" elj¶ar¶assal szemben valamilyen igazs¶agoss¶agi krit¶eriumnak is
eleget tev}o elj¶ar¶asokat keresÄunk. A legegyszer}ubb igazs¶agoss¶agi krit¶erium
az ar¶anyoss¶ag krit¶eriuma, amely megkÄoveteli, hogy minden egyes szerepl}o
megfelel}o dÄont¶esek eset¶en garant¶alni tudja Äonmaga sz¶am¶ara (a tÄobbi szerepl}o
cselekedeteit}ol fÄuggetlenÄul) saj¶at ¶ert¶ek¶³t¶elete szerint a torta ar¶anyos r¶esz¶et
(n szerepl}o eset¶en egy 1=n-ed ¶ert¶ek}u r¶eszt). Enn¶el er}osebb igazs¶agoss¶agi
krit¶erium az irigys¶egmentess¶eg krit¶eriuma, amely azt kÄoveteli meg, hogy min-
den egyes szerepl}o saj¶at ¶ert¶ek¶³t¶elete szerint a torta egyik leg¶ert¶ekesebb r¶esz¶et
kapja (8i; j 2 N : ¹i(Ai) ¸ ¹i(Aj), ahol (Ai)i2N a torta egy feloszt¶asa).
2 Ar¶anyos osztozkod¶asi elj¶ar¶asok
Ebben a szakaszban h¶arom ar¶anyos ¶es v¶eges osztozkod¶asi elj¶ar¶ast; tov¶abb¶a
egy ar¶anyos, de nem v¶eges elj¶ar¶ast ismertetÄunk.
2.1 Fink elj¶ar¶asa
Tal¶an Fink elj¶ar¶asa [11] ¶all szellem¶eben a legkÄozelebb ,,az egyik felez, a
m¶asik v¶alaszt" k¶etszem¶elyes elj¶ar¶ashoz. K¶et szem¶ely eset¶en ,,az egyik felez,
a m¶asik v¶alaszt" elj¶ar¶as alkalmazand¶o. H¶arom szem¶ely eset¶en k¶erjÄuk meg
az A szem¶elyt a torta felez¶es¶ere, majd B-t a k¶et szelet kÄozÄul a nagyobbik
kiv¶alaszt¶as¶ara. Ezek ut¶an k¶erjÄuk meg kÄulÄon-kÄulÄon A-t ¶es B-t a saj¶at szeletÄuk
felharmadol¶as¶ara. V¶egÄul C mindk¶et r¶eszb}ol v¶alaszthat egy-egy harmadot.
Ekkor C mint utols¶o v¶alaszt¶o garant¶alhatja mag¶anak (saj¶at ¶ert¶ek¶³t¶elete sze-
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rint)2 a torta 1=3-¶at. Ha A ¶es B a saj¶at fel¶et val¶oban harmadolta, akkor a
torta fel¶enek k¶etharmada garant¶alt sz¶amukra, ehhez persze az is kell, hogy
az elej¶en A val¶oban felezzen, majd B a nem kisebbik felet v¶alassza. Teh¶at az
elj¶ar¶as igazmond¶asra ÄosztÄonÄoz, ar¶anyos ¶es v¶eges.
Az elj¶ar¶ast az n szerepl}os esetre rekurz¶³van de¯ni¶aljuk. TegyÄuk fel, hogy
n ¡ 1 szerepl}o m¶ar ar¶anyosan elosztotta a tort¶at az n ¡ 1 szem¶elyes Fink-
elj¶ar¶assal. K¶erjÄuk most az n ¡ 1 szem¶elyt arra, hogy az ¶altaluk legal¶abb
1=(n ¡ 1)-re ¶ert¶ekelt r¶eszÄuket n egyenl}o r¶eszre ossz¶ak. Ezek ut¶an v¶alasszon
az n-edik szem¶ely minden egyes szem¶ely r¶esz¶eb}ol egy szeletet. Mint utols¶o
v¶alaszt¶o sz¶am¶ara garant¶alt az ar¶anyos r¶esze; tov¶abb¶a, ha az els}o n¡1 szem¶ely






Fink elj¶ar¶as¶anak el}onye, mint ez a rekurz¶³v de¯n¶³ci¶ob¶ol l¶athat¶o, hogy egy
az osztozkod¶ashoz k¶es}obb csatlakoz¶o szem¶ely nem okoz probl¶em¶at az elj¶ar¶as
sz¶am¶ara. Megjegyzend}o m¶eg, hogy Fink elj¶ar¶asa n! ¡ 1 v¶ag¶ast ig¶enyel, ha
a m¶ar jelenlev}o szem¶elyek minden egyes szeletÄuket i egyenl}o r¶eszre osztj¶ak
az i-edik szem¶ely (i = 2; . . .n) ,,¶erkez¶esekor". Egy hasonl¶o nagys¶agrend}u
v¶ag¶ast ig¶enyl}o egyszer}u ar¶anyos elj¶ar¶ast illet}oen l¶asd [17]. Fink elj¶ar¶as¶anak
v¶ag¶asig¶enye csÄokkenthet}o azzal, hogy az i-edik szem¶ely megjelen¶esekor a m¶ar




2 = n(n + 1)(2n + 1)=6 v¶ag¶as szÄuks¶eges.
2.2 Banach ¶es Knaster elj¶ar¶asa
Az els}o n szem¶elyes ar¶anyos osztozkod¶asi elj¶ar¶ast Banach ¶es Knaster (l¶asd
Steinhaus [16]) adta. Az n = 2 esetre az elj¶ar¶as az egyik felez ¶es a m¶asik
v¶alaszt elj¶ar¶ast haszn¶alja. Ha n > 2, akkor els}o l¶ep¶esk¶ent 1 lev¶ag egy szeletet
a tort¶ab¶ol, majd tov¶abb adja a lev¶agott szeletet 2-nek. 2 megn¶ezi a szeletet,
¶es ha ¶ugy gondolja, a szeletet egy v¶ag¶assal kiigaz¶³thatja. DÄont¶es¶et}ol fÄugg}oen
az eredeti kiigaz¶³tatlan vagy a kiigaz¶³tott szeletet adja tov¶abb 3-nak. Az
elj¶ar¶as ¶³gy ism¶etl}odik, am¶³g egy szelet n-hez nem ¶er. Ekkor n eldÄontheti,
hogy elfogadja-e a szeletet vagy elutas¶³tja. Ha n elfogadja, akkor n t¶avozik
a szelettel ¶es 1; . . . ; n ¡ 1 osztozkodnak az Äosszes megmaradt r¶eszen. Ha
n elutas¶³tja a szeletet, akkor a szeletet annak kell elvinnie, aki legutolj¶ara
v¶agott. A legutols¶o v¶ag¶o t¶avozik, m¶³g a tÄobbi n ¡ 1 szem¶ely osztozkodik a
megmaradt Äosszes tortaszeleten.
M¶eg azt kell meggondolnunk, hogy Banach ¶es Knaster elj¶ar¶asa val¶oban
mindenkinek garant¶alja az ar¶anyos r¶esz¶et. Az n = 2 esetben ez nyilv¶an igaz.
TegyÄuk fel, hogy Banach ¶es Knaster elj¶ar¶asa n ¡ 1 szem¶ely eset¶en mindenki
sz¶am¶ara biztos¶³tja a tort¶ab¶ol az ar¶anyos r¶eszesed¶est. Az n szem¶elyes esetet
vizsg¶alva kezd}ol¶ep¶esk¶ent 1-nek saj¶at ¶ert¶ek¶³t¶elete alapj¶an legal¶abb a torta n-ed
r¶esz¶et kell lev¶agnia, mivel ha 1=n-n¶el kisebb r¶eszt v¶ag, megkock¶aztatja, hogy
az 1=n-n¶el kisebb szeletet neki kelljen elvinnie, hiszen az utols¶o v¶ag¶o szerep¶ebe
kerÄulhet. Ha pedig 1 egy 1=n-n¶el nagyobb r¶eszt v¶ag le, akkor el}ofordulhat,
2A tov¶abbiakban nem ¶³rjuk ki, hogy egy adott h¶anyadot mindig az adott szem¶ely
¶ert¶ek¶³t¶elete szerint ¶ertjÄuk.
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hogy az utols¶o v¶ag¶o vagy n egy, az 1 ¶ert¶ek¶³t¶elete szerint 1=n-n¶el nagyobb
szeletet visz el. Ekkor viszont 1 egy olyan n¡1 szem¶elyes osztozkod¶asban fog





h¶anyada biztos¶³tott. Az 1-re vonatkoz¶o ¶ervel¶est ism¶etelve a tÄobbi szerepl}onek
is le kell v¶agnia a hozz¶a kerÄul}o darabb¶ol a saj¶at ¶ert¶ek¶³t¶elete szerinti 1=n ¶ert¶ek}u
szeletet, ha az szerinte 1=n-n¶el tÄobbet ¶er. Az els}o kÄor ut¶an egy szem¶ely
elt¶avozik legal¶abb 1=n-nel, ¶es visszamarad egy, a tÄobbiek ¶altal kÄulÄon-kÄulÄon
legal¶abb (n¡1)=n-re ¶ert¶ekelt r¶esz, amelyet m¶ar egy n¡1 szem¶elyes elj¶ar¶assal
osztanak el egym¶as kÄozÄott.
Banach ¶es Knaster elj¶ar¶asa els}o kÄor¶eben legfeljebb n¡1-en v¶agnak. Ezek
ut¶an a m¶asodik kÄorben m¶ar csak n¡1-en osztozkodnak a megmaradt r¶eszen,
ami a legrosszabb esetben n ¡ 2 v¶ag¶ashoz vezethet. Most m¶ar csak n ¡ 2-
en vesznek r¶eszt a megmaradt r¶eszek eloszt¶as¶aban. Ezt a gondolatmenetet
folytatva ad¶odik, hogy legfeljebb (n ¡ 1)n=2 v¶ag¶as szÄuks¶eges, ami nyilv¶an
kedvez}obb Fink m¶odszer¶en¶el.
2.3 Even ¶es Paz elj¶ar¶asa
Az ismert v¶eges osztozkod¶asi elj¶ar¶asok kÄozÄul a nagys¶agrendileg legkevesebb
v¶ag¶ast ig¶enyl}o elj¶ar¶ast Even ¶es Paz [10] adta meg, amely az oszd meg ¶es
uralkodj elven alapul. Az n = 2 esetben ,,az egyik felez ¶es a m¶asik v¶alaszt"
elj¶ar¶ast alkalmazza, m¶³g az n = 3 esetre Banach ¶es Knaster elj¶ar¶as¶at.
TegyÄuk fel az egyszer}us¶eg kedv¶e¶ert, hogy a tort¶at csak p¶arhuzamos v¶a-
g¶asokkal oszthatjuk fÄol. K¶epzeljÄunk mondjuk egy t¶eglalap alak¶u tort¶at ¶es
t¶erjÄunk r¶a a n¶egyszem¶elyes esetre. K¶erjÄunk fel h¶arom szem¶elyt arra, hogy
p¶arhuzamos v¶ag¶asokkal kÄulÄon-kÄulÄon ossz¶ak fel k¶et egyenl}o r¶eszre. NevezzÄuk
a medi¶an v¶ag¶onak3 azt a szem¶elyt, aki a kÄoz¶eps}o v¶ag¶ast v¶egezte el. K¶erjÄuk
meg a negyedik, mondjuk i, szem¶elyt arra, hogy jelÄolje meg a kÄoz¶eps}o v¶ag¶ast¶ol
balra ¶es jobbra l¶ev}o r¶eszek kÄozÄul a sz¶am¶ara ¶ert¶ekesebbet. Ha i a bal oldali
r¶eszt v¶alasztja, akkor a bal oldali r¶eszen a medi¶an v¶ag¶ot¶ol balra v¶ag¶o szem¶ellyel
osztozkodik, m¶³g a jobb oldali r¶eszen a fennmarad¶o k¶et szem¶ely osztozkodik.
Mindk¶et r¶eszen a k¶et-k¶et szem¶ely ,,az egyik felez ¶es a m¶asik v¶alaszt" elj¶ar¶assal
osztozkodik. Hasonl¶oan j¶arhatunk el, ha i a jobboldali r¶eszt v¶alasztja.
Ha mindenki igazmond¶o, akkor kÄonnyen l¶athat¶o, hogy mind a n¶egy szem¶ely
sz¶am¶ara biztos¶³tott a torta egynegyede. A negyedik szem¶ely nyilv¶an igaz-
mond¶o, azaz kijelÄoli a sz¶am¶ara ¶ert¶ekesebb oldalt. A h¶arom felez}o szem¶ely
hamis felez}opont megad¶as¶aval ¶ugy kerÄulhet a medi¶an v¶ag¶o szerep¶ebe, hogy
ezek ut¶an egy a sz¶am¶ara csak a torta fel¶en¶el kevesebbet ¶er}o tortar¶eszen kell-
jen majd osztozkodnia. Teh¶at egy ,,hazudoz¶o" szem¶ely megkock¶aztatja az
ar¶anyos r¶eszesed¶es¶enek elveszt¶es¶et.
Az Äotszem¶elyes eset a n¶egyszem¶elyes elj¶ar¶as kisebb m¶odos¶³t¶as¶at ig¶enyli.
Most n¶egy szem¶elyt arra k¶erÄunk fel, hogy balr¶ol jobbra n¶ezve ossz¶ak fel
a tort¶at p¶arhuzamos v¶ag¶asokkal 2 : 3 ar¶anyban. NevezzÄuk most medi¶an
v¶ag¶onak azt a szem¶elyt, aki balr¶ol jobbra n¶ezve a m¶asodik v¶ag¶ast v¶egezte
el. Az ÄotÄodik, mondjuk i, szem¶elyt}ol megk¶erdezzÄuk, hogy a medi¶an v¶ag¶ast¶ol
3Ha a medi¶an v¶ag¶o szem¶elye nem egy¶ertelm}u, akkor v¶alasszuk valamelyikÄuket.
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balra l¶ev}o r¶esz ¶er-e sz¶am¶ara 2=5-Äot. Ha igen, akkor a medi¶an v¶ag¶ot¶ol balra
v¶ag¶o szem¶ellyel osztozkodjanak a medi¶an v¶ag¶ast¶ol bal oldali r¶eszen; kÄulÄonben
pedig a medi¶an v¶ag¶ot¶ol jobbra l¶ev}o r¶eszen osztozkodjon a medi¶an v¶ag¶ot¶ol
jobbra v¶ag¶o k¶et szem¶ellyel. A fennmarad¶o r¶eszen a marad¶ek h¶arom, illetve
k¶et szem¶ely osztozkodjon. A n¶egyszem¶elyes esethez hasonl¶oan ellen}orizhet}o,
hogy az elj¶ar¶as igazmond¶asra ÄosztÄonÄoz ¶es ar¶anyos.
A p¶aros szerepl}os eset a n¶egyszem¶elyes esethez hasonl¶oan megadhat¶o.
Nevezetesen, egy szerepl}o kiv¶etel¶evel mindenki felez, majd a nem felez}o sze-
repl}o kijelÄoli a medi¶an v¶ag¶as ¶altal elv¶alasztott k¶et r¶esz kÄozÄul az ¶ert¶ekesebbiket.
Ezek ut¶an k¶et fele annyi szerepl}os osztozkod¶as v¶egzend}o el. A p¶aratlan sze-
repl}os eset az Äotszerepl}os esettel anal¶og. Ha n = 2k + 1, akkor 2k szem¶ely
p¶arhuzamos v¶ag¶asokkal felosztja a tort¶at balr¶ol jobbra n¶ezve k : k +1 ar¶any-
ban. A 2k + 1-edik szem¶ely pedig eldÄonti, hogy a medi¶an v¶ag¶o ¶altal megha-
t¶arozott k¶et r¶esz melyik¶enek osztozkod¶as¶aban k¶³v¶an r¶eszt venni k ¡ 1, illetve
k szem¶ellyel.
Bizony¶³that¶o, hogy Even ¶es Paz elj¶ar¶as¶anak a v¶ag¶asig¶enye n log2 n nagy-
s¶agrendben nÄovekszik. Sgall ¶es Woeginger [14] igazolta, hogy az olyan ar¶anyos
osztozkod¶asi elj¶ar¶asok kÄor¶eben, amelyek az egyes szerepl}oknek egym¶as mel-
letti intervallumokat juttatnak, nem tal¶alhat¶o nagys¶agrendileg n log2 n-n¶el
kevesebb v¶ag¶ast ig¶enyl}o elj¶ar¶as. Nyitott k¶erd¶es azonban, hogy ha a szerepl}ok
nem szomsz¶edos szeleteket is kaphatnak, akkor konstru¶alhat¶o-e olyan v¶eges
ar¶anyos elj¶ar¶as, amely nagys¶agrendileg kevesebb v¶ag¶assal is be¶eri.
2.4 Dubins ¶es Spanier mozg¶o k¶eses elj¶ar¶asa
Dubins ¶es Spanier elj¶ar¶asa [9] az eddig ismertetett elj¶ar¶asokkal ellent¶etben
egy nem v¶eges ar¶anyos eloszt¶asi elj¶ar¶as, ugyanis a szerepl}oknek egy a torta
fÄolÄott balr¶ol jobbra mozg¶o k¶es elhelyezked¶es¶enek b¶armely pillanat¶aban ki kell
¶ert¶ekelniÄuk a k¶est}ol balra elhelyezked}o tortaszeletet.
Kezdetben helyezzÄunk el egy k¶est a torta bal sz¶el¶en, amelyet elind¶³tunk a
torta jobb sz¶ele fel¶e. A k¶est az osztozkod¶asban r¶esztvev}o n szem¶ely b¶armelyike
meg¶all¶³thatja, ¶es ekkor a k¶es lev¶agja a torta bal sz¶el¶et}ol a pillanatnyi elhe-
lyezked¶es¶eig terjed}o szeletet, amelyet a k¶est meg¶all¶³t¶o szem¶ely kÄoteles elvinni.
A visszamarad¶o szeleten m¶ar csak n ¡ 1 szem¶ely osztozkodik az elj¶ar¶ast
ism¶etelve, elind¶³tva a k¶est a megmaradt szelet bal sz¶el¶et}ol. Az elj¶ar¶as ad-
dig ism¶etl}odik, am¶³g m¶ar csak egy szem¶ely marad h¶atra.
Dubins ¶es Spanier elj¶ar¶asa arra ÄosztÄonÄoz egy szem¶elyt, hogy pontosan
akkor ¶all¶³tsa meg a k¶est, amikor el¶eri az ar¶anyos r¶eszesed¶es¶et. Nyilv¶an
nem ¶erdemes a k¶est az ar¶anyos r¶eszesed¶es el}ott meg¶all¶³tani, hiszen ekkor az
ar¶anyos r¶eszesed¶esn¶el kevesebb jut a k¶est le¶all¶³t¶o szem¶elynek. Ha az ar¶anyos
r¶eszesed¶es¶en¶el tov¶abb engedi egy szem¶ely a k¶est, akkor pedig megkock¶aztatja,
hogy valaki m¶as el}otte meg¶all¶³tja a k¶est, ¶es ¶³gy egy (n ¡ 1)=n-n¶el kisebb
szeleten k¶enytelen osztozkodni n ¡ 1 szem¶ellyel. Ezek ut¶an m¶ar kÄonnyen
l¶athat¶o, hogy az elj¶ar¶as ¶altal¶aban is ar¶anyos.
Dubins ¶es Spanier elj¶ar¶asa nyilv¶an csak n ¡ 1 v¶ag¶ast ig¶enyel, ami kedve-
z}obb az Even ¶es Paz elj¶ar¶as¶an¶al eml¶³tett n log2 n nagys¶agrendn¶el. Ez a javu-
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l¶as azonban csak ¶ugy ¶erhet}o el, hogy a szerepl}ok kontinuum sok ki¶ert¶ekel¶est
v¶egeznek.
3 Irigys¶egmentes osztozkod¶asi elj¶ar¶asok
Ebben a szakaszban egy v¶eges h¶arom szem¶elyes irigys¶egmentes elj¶ar¶ast ¶es egy
nem v¶eges irigys¶egmentes elj¶ar¶ast ismertetÄunk.
3.1 Selfridge ¶es Conway elj¶ar¶asa
Selfridge ¶es Conway [4] elj¶ar¶asa h¶aromszem¶elyes osztozkod¶asi probl¶em¶akra
szolg¶altat egy irigys¶egmentes feloszt¶ast.
K¶erjÄuk fÄol A-t arra, hogy harmadolja el a tort¶at. JelÄoljÄuk a h¶arom ad¶od¶o
I , J ¶es K szeletet ¶ugy, hogy ¹B(I) ¸ ¹B(J) ¸ ¹B(K), azaz B sz¶am¶ara I
a leg¶ert¶ekesebb, J a m¶asodik leg¶ert¶ekesebb ¶es K a harmadik leg¶ert¶ekesebb
szelet. K¶erjÄuk fel B-t arra, hogy igaz¶³tsa le I-t J-vel azonos ¶ert¶ek}ure. JelÄolje
L a leigaz¶³tott szeletet ¶es M = I n L a lev¶agott darabot.4 V¶alasszon most a
h¶arom szem¶ely a J; K ¶es L szeletek kÄozÄul a C, B, A sorrendben, ahol ha C
nem L-et v¶alasztja, akkor B kÄoteles L-et elvinnie.5 K¶et esetet kÄulÄonbÄoztetÄunk
meg.
(a) Ha B vitte el L-et, akkor C-t megk¶erjÄuk arra, hogy ossza fel M -et
h¶arom egyenl}o r¶eszre. Ezek ut¶an v¶alasszon a h¶arom szem¶ely a h¶arom
szelet kÄozÄul a B, A, C sorrendben.
(b) Ha C vitte el L-et, akkor B-t k¶erjÄuk meg arra, hogy harmadolja el
M -et. Majd C, A ¶es B v¶alasszanak egym¶as ut¶an a h¶arom szelet kÄozÄul.
Bel¶atjuk, hogy a Selfridge{Conway-elj¶ar¶as egy irigys¶egmentes eloszt¶ast szol-
g¶altat. N¶ezzÄuk az (a) esetet. Az A a B-t nem irigyelheti, hiszen B az I-nek
csak egy r¶esz¶et kapta. Az A a C-t sem irigyelheti, mivel az els}o kÄorben C-
vel azonos ¶ert¶ek}u szelethez jutott ¶es a m¶asodik kÄorben C el}ott v¶alaszthat.
B senkit sem irigyelhet, mivel az els}o kÄorben az egyik legnagyobb szeletet
vitte el ¶es a m¶asodik kÄorben pedig els}onek v¶alaszthatott. C sem irigyelhet
senkit, mert az els}o kÄorben el}oszÄor v¶alaszthat ¶es a m¶asodik kÄor h¶arom egyenl}o
szeleteinek egyik¶et kapta. A (b) eset hasonl¶oan igazolhat¶o. Tov¶abb¶a nem
neh¶ez bel¶atni, hogy az elj¶ar¶as igazmond¶asra ÄosztÄonÄoz.
Selfridge ¶es Conway elj¶ar¶asa egy v¶eges irigys¶egmentes elj¶ar¶as, amely nem
terjeszthet}o ki tÄobb szem¶elyre. Ismertek ugyan tÄobbszem¶elyes irigys¶egmentes
v¶eges elj¶ar¶asok is, ezek azonban nem korl¶atosak (l¶asd [4] ¶es [13]), ami alatt az
¶ertend}o, hogy rÄogz¶³tett sz¶am¶u szerepl}o eset¶en is konstru¶alhat¶ok tetsz}olegesen
sok v¶ag¶ast ig¶enyl}o osztozkod¶asi probl¶em¶ak.
4M = ;, ha B sz¶am¶ara I ¶es J azonos ¶ert¶ek}u.
5Az M = ; esetben m¶ar itt v¶eget ¶er az elj¶ar¶as.
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3.2 Brams, Taylor ¶es Zwicker elj¶ar¶asa
Brams, Taylor ¶es Zwicker [5] elj¶ar¶asa egy n¶egyszem¶elyes irigys¶egmentes kor-
l¶atos mozg¶o-k¶eses elj¶ar¶as, amely Austin [1] k¶etszem¶elyes mindk¶et f¶el sz¶am¶ara
pontosan 50%-ot juttat¶o elj¶ar¶as¶ara, valamint a Selfridge ¶es Conway elj¶ar¶as¶a-
ban rejl}o gondolatokra ¶ep¶³t.
Austin elj¶ar¶as¶an¶al az egyik szerepl}o, mondjuk A, k¶et p¶arhuzamos k¶est
mozgat folyamatosan balr¶ol jobbra ¶ugy, hogy a k¶et k¶es kÄozÄotti terÄulet sz¶am¶ara
mindig a torta fel¶et ¶erje. Indul¶askor a bal oldali k¶es a torta bal sz¶el¶en¶el
helyezkedik el, m¶³g a jobb oldali k¶es A felez}opontja fÄolÄott.6 Abban a pillanat-
ban, amikor B meg¶all¶³tja a k¶et k¶est, A elv¶egzi a k¶esek ¶altal kijelÄolt helyeken a
k¶et v¶ag¶ast. Ezek ut¶an sorsol¶assal (mondjuk ¶ermedob¶assal) eldÄontend}o, hogy
melyik szerepl}o kapja a kÄoz¶eps}o szeletet. Ekkor a m¶asik szerepl}onek meg-
marad a k¶et sz¶els}o szelet. Ha B nem ¶all¶³tan¶a meg a k¶eseket m¶eg miel}ott a
jobb oldali k¶es el¶ern¶e a torta jobb sz¶el¶et, akkor A a bal oldali k¶essel elfelezi
a tort¶at, majd ¶ermedob¶assal eldÄontik a szeletek sors¶at. Nyilv¶an A-nak v¶egig
Äugyelnie kell arra, hogy a k¶et k¶es kÄozÄotti szelet a torta fel¶et ¶erje sz¶am¶ara. B-
nek, akkor kell meg¶all¶³tania a k¶eseket, amikor A-val egyezik az ¶ert¶ek¶³t¶elete.
K¶erd¶eses m¶eg, hogy van-e ilyen pillanat. Ha B ¶ert¶ek¶³t¶elete, a k¶et f¶el tort¶at
illet}oen, indul¶askor megegyezik A ¶ert¶ek¶³t¶elet¶evel, akkor m¶ar is tal¶altunk egy
ilyen pillanatot. KÄulÄonben B sz¶am¶ara a k¶et k¶es kÄozÄotti szelet (i) ¶ert¶ekesebb
vagy (ii) ¶ert¶ektelenebb a m¶asik szeletn¶el. Ha B elengedn¶e a jobb oldali k¶est a
torta jobb oldali v¶egpontj¶aig, akkor a k¶et k¶es kÄozÄotti szelet (i) ¶ert¶ektelenebb
vagy (ii) ¶ert¶ekesebb lesz a m¶asik szeletn¶el. Folytonoss¶agi megfontol¶asb¶ol
l¶etezik egy olyan kÄozbÄuls}o pillanat, amikor B sz¶am¶ara a k¶et k¶es kÄozÄotti szelet
azonos ¶ert¶ek}u a k¶et sz¶els}o szelettel.
T¶erjÄunk most r¶a Brams, Taylor ¶es Zwicker elj¶ar¶as¶ara. El}oszÄor Austin
elj¶ar¶as¶anak k¶etszeri alkalmaz¶as¶aval A ¶es B elnegyedeli a tort¶at. A kapott
X1, X2, X3 ¶es X4 r¶eszekre ekkor ¹A(Xi) = ¹B(Xj) minden i; j = 1; 2; 3; 4-
re. TegyÄuk fel, hogy ¹C(X1) ¸ ¹C(X2) ¸ ¹C(X3) ¸ ¹C(X4). Ossza fel C az
X1 r¶eszt Y1 ¶es Y2 r¶eszekre ¶ugy, hogy ¹C(Y1) = ¹C(X2). V¶alasszanak az Y1, az
X2, az X3 ¶es az X4 r¶eszek kÄozÄul a D;C;B;A sorrendben, azzal a kikÄot¶essel,
hogy ha D nem Y1-et v¶alasztotta, akkor C kÄoteles Y1-et elvinni. Az els}o
(v¶alaszt¶asi) kÄor ut¶an senki sem irigyel senkit, mivel D az els}o v¶alaszt¶o, C az
¶altala ¶³t¶elt k¶et legnagyobb r¶esz egyik¶et vitte el, ¶es A;B sz¶am¶ara maradt k¶et
1=4 ¶ert¶ek}u r¶esz.
N¶ezzÄuk azt az esetet, amikor D viszi el Y1-et. Ossza ekkor B ¶es C az
Y2 r¶eszt az Austin-f¶ele elj¶ar¶assal n¶egy egyenl}o r¶eszre. A kapott Z1, Z2,
Z3 ¶es Z4 r¶eszekre teh¶at Y2 = [4i=1Zi, ¹B(Zi) = ¹B(Y2)=4 ¶es ¹C(Zi) =
¹C(Y2)=4 minden i = 1; 2; 3; 4-re. Ezek ut¶an a szerepl}ok a D; A; C;B sorrend-
ben v¶alasztanak a Z1; Z2; Z3; Z4 r¶eszek kÄozÄul. B¶armelyikÄuk csak az el}ottÄuk
v¶alaszt¶ot irigyelhetn¶e, tov¶abb¶a B ¶es C senkit sem irigyel, mivel Y2-t n¶egy
azonos ¶ert¶ek}u r¶eszre osztott¶ak. V¶egÄul A nem irigyli D-t, mert D egy legfel-
jebb X1 ¶ert¶ek}u r¶eszhez juthat.
6Az egyszer}us¶eg kedv¶e¶ert tegyÄuk fel, hogy nincsenek A ¶es B sz¶am¶ara nulla ¶ert¶ek}u
tortaszeletek.
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A m¶asik eset, amikor C viszi el Y1-et, hasonl¶o. Ossza ekkor B ¶es D az Y2-t
az Austin-f¶ele elj¶ar¶assal n¶egy egyenl}o r¶eszre. A szerepl}ok most a C;A; D; B
sorrendben v¶alasztanak. B¶armelyikÄuk csak az el}ottÄuk v¶alaszt¶ot irigyelhetn¶e,
tov¶abb¶a B ¶es D senkit sem irigyel, mivel Y2-t n¶egy azonos ¶ert¶ek}u r¶eszre
osztott¶ak. V¶egÄul A nem irigyli C-t, mert C X1-nek egy r¶eszszelet¶et kapja.
Megjegyzend}o, hogy n¶egyn¶el tÄobb szem¶elyre csak " > 0 kÄozel¶³t}o vagy nem
korl¶atos irigys¶egmentes elj¶ar¶asok ismertek (l¶asd [4]-ben ¶es [13]-ban).
4 ÄOsszefoglal¶as
MegismerkedtÄunk n¶eh¶any ar¶anyos ¶es irigys¶egmentes osztozkod¶asi elj¶ar¶assal.
A t¶argyalt elj¶ar¶asokon k¶³vÄul tov¶abbi elj¶ar¶asok tal¶alhat¶ok [4]-ben ¶es [13]-ban.
A dolgozatban h¶arom nyitott k¶erd¶est eml¶³tettÄunk:
1. Tal¶alhat¶o-e Even ¶es Paz elj¶ar¶as¶an¶al hat¶ekonyabb v¶eges osztozkod¶asi
elj¶ar¶as?
2. Tal¶alhat¶o-e n¶egyszem¶elyes v¶eges ¶es korl¶atos irigys¶egmentes elj¶ar¶as?
3. Tal¶alhat¶o-e Äotszem¶elyes korl¶atos mozg¶o-k¶eses irigys¶egmentes elj¶ar¶as?
A mozg¶o-k¶eses elj¶ar¶asokra vonatkoz¶o frissebb eredm¶enyeket illet}oen l¶asd
[3]. Az osztozkod¶asi probl¶em¶ak eset¶en enyh¶³thet}o p¶eld¶aul a folytonos oszt-
hat¶os¶ag felt¶etele vagy az azonos m¶ert¶ek}u kÄovetel¶esek felt¶etele (l¶asd [4]-ben
¶es [13]-ban). A tortaszelet ¶ert¶ekel}o fÄuggv¶enyek v¶eges additivit¶as¶anak gyen-
g¶³t¶es¶evel (tel¶³t}od¶es) foglalkozik [8] ¶es [12]. M¶as igazs¶agoss¶agi krit¶eriumokat
(pl. a legrosszabbul j¶ar¶o j¶arjon a lehet}o legjobban) vizsg¶al [6], [7] ¶es [15]. [18]
igazolja, hogy nem tal¶alhat¶o egyszerre Pareto hat¶ekony ¶es irigys¶egmentes
k¶etszem¶elyes elj¶ar¶as. Hat¶ekony, illetve irigys¶egmentes eloszt¶asok l¶etez¶es¶evel
foglalkozik [2].
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GAMES OF FAIR DIVISION
In this survey we presented several proportional and envy-free cake-cutting algo-
rithms. We also mentioned some interesting open problems.
